Empfehlungen zur Behandlung der Kombinatorik
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Zusammenfassung: Griindet ein Stochastiklehrgang
stark auf der Laplace-Wahrscheinlichkeit, miissen
héiufig interessierende und mogliche Ausgdinge abge-
zdhlt werden. Die Kombinatorik muss in einem sol-
chen Lehrgang zwangsldufig eine tragende und zen-
trale Rolle spielen. Wird der Lehrgang dagegen auf
Baumdiagramme — also auf den Ansatz, Ereignisse
generell in einzelne Schritte zu zerlegen — gegriindet,
kann die Behandlung von kombinatorischen Verfah-
ren in den Hintergrund treten.

Anhand des Spiel 77 und basierend auf dem sehr hilf-
reichen Artikel von Althoff (2012) konnen die spezi-
fischen Eigenarten beider Ansdtze gut miteinander
verglichen und Empfehlungen fiir die Behandlung
der Kombinatorik innerhalb eines Stochastiklehr-
gangs abgeleitet werden.

Das Spiel 77

Ich erhalte einen entsprechenden Gewinn, wenn 1,
2, ..., 7 Endziffern meines Lottoscheins mit denen
der gezogenen 7-stelligen Zahl tibereinstimmen.

Die Wahrscheinlichkeiten' fiir die einzelnen Gewinn-
klassen sind schnell notiert:

richtige Gewinn in € W
Endziffern keit
1 5 1/10'
2 17 1/10?
3 77 1/10°
4 777 1/10*
5 7.777 1/10°
6 77.777 1/10¢
7 ~ 1.000.000 1/107

Wie lassen sich jedoch die Wahrscheinlichkeiten
ermitteln, dass in der gezogenen Zahl mehrfachvor-
kommende Ziffern auftreten? Folgende 15 Ereignis-
se konnen dabei unterschieden werden:

Ereignisse Beispiel-Zahlen

Te 8391652
Selz 8391658
4eld 8391688
3e2z 8391683
3elv 8391888
2elzld 8391833
2elf 8398888
le3z 8391839
lelzly 8398333
le2d 8398833
lels 8388888
2z1d 8398399
1z1f 8383333
ldlv 8388333
Ls 8888888

Beim Ereignis 5elz kommen in der 7-stelligen Zahl
also 5 Ziffern einfach und 1 Ziffer zweifach, beim
Ereignis 3e2z, 3 Ziffern einfach und 2 zweifach vor,
und zwar jeweils in beliebiger Reihenfolge.

Losung mit Baumdiagrammen
E: Ich ziehe 7e.

10 9 8 7 6 5 4

9 8 7 6 5 4 7!
PE)= (12252834 )2
( ) 10 10 10 10 10 10 10

E: Ich ziehe 5e und 1z.

P(E) = (_.i.i.l._.i._)._.

10 10 10 10 10 10 10

Wk der interess. Pfade Anzahl der interess. Pfade

E: Ich ziehe 2e, 1z und 1d.
= 1°'°1°“’1°‘°
9 8 1 7 1
P(E) = ( _____________ )_
10 10 10 10 10 10 10/ 21213

E: Ich ziehe 3e und 2z.

P(E) = ( 2.8 715 1 H )

10 10 10 10 10 10 10 2!

Korrekturfaktor

Erlauterungen zum Vorgehen

e GemiB des Standardlosungsverfahrens (Bartz
2008) wird zuerst das interessierende Ereignis ex-
akt formuliert. Dann werden die dazu passenden,
interessierenden Baumpfade mitsamt der jeweili-
gen Astwahrscheinlichkeiten schrittweise notiert
(die nicht-interessierenden Pfade konnen wegge-
lassen werden). Zum Schluss wird P(E) durch Ad-
dition der Pfadwahrscheinlichkeiten bestimmt.

e Bei groflen Baudiagrammen, sogenannten Mam-
mutbdumen (Bartz 2009), versucht man, mog-
lichst viele interessierende Pfade zusammenzufas-
sen. Das gelingt z. B. beim Ereignis 5elz durch
die Knoteneintrage ,,e” und ,,z*, iiber die sich alle
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Einfach-Ziffern bzw. Zweifach-Ziffern, die am je-
weiligen Knoten moglich sind, biindeln lassen.

Neben dem vertikalen Biindeln einzelner Knoten-
eintrdge pro Baumstufe, versucht man Mammut-
bdume auch dadurch handhabbar zu machen, dass
moglichst nur ein einziger Pfad, stellvertretend
fur alle interessierenden, betrachtet wird. Auch
das gelingt beim Spiel 77. Da alle interessieren-
den Pfade die gleiche Pfadwahrscheinlichkeit
besitzen, genligt es, einen einzigen zu betrachten.
Wir haben uns beim Ereignis 5elz fiir denjenigen
entschieden, bei dem die beiden Zweifach-Ziffern
am Ende stehen. Anhand dieses Stellvertreters
wird dann ermittelt, wie viele interessierende Pfa-
de es insgesamt gibt. Wiren beim Ereignis Selz
alle Knoteneintridge des Stellvertreterpfades un-
terschiedlich, wiirden 7/ Pfade existieren. Da aber
je 5 und 2 der Knoteneintrige gleich sind (5-mal
e und 2-mal ,,z), reduziert sich die Anzahl um

jeweils 5/ und 2/. Ergibt insgesamt ﬁ interes-
sierende Pfade.

Wieso muss bei Ereignissen mit gleich langen
Wiederholsequenzen, z. B. beim Ereignis 3e2z,
ein Korrekturfaktor eingefligt werden? Fiir z, sind
dann nur Ziffern erlaubt, die groBer als die bei
z, sind. So darf beispielsweise der Fall (z, =3 |
z, = 4) nicht gezdhlt werden, da er dem Fall (z, = 4
| z, = 3) entspricht. Fiir z, gibt es somit nicht je-
weils 6 mogliche Eintridge — wie vorher bestimmt
—, sondern nur halb so viele.

Losung mit Binomialkoeffizienten

E:

Ich ziehe 7e.
@ == (). G) 7o
7 ——

laj — \7 7 07
|EAu‘ |EAn| |Q‘
s Ich ziehe 5e und 1z.

P(E)=®;@-M.i

[Eaul [Eaal 1|

s Ich ziehe 2e, 1z und 1d.

r®= ()0 ()02 ()

" 7 Y~ \_Y_J
[Eaul [Eanl @)
s Ich ziehe 3e und 2z.

= (9)-0) ()5 () () 5

-

—\
[Eaul [Exn| ]

Erlauterungen zum Vorgehen

e Da beim Spiel 77 alle gezogenen 7-stelligen Zah-

len gleich wahrscheinlich sind, ldsst sich P(E)
E
mit H, also mit der Anzahl der interessierenden

Ausgénge, und der Anzahl aller moglichen be-
stimmen.

|E| wird in zwei Schritten ermittelt. Zuerst werden
die Auswahlméglichkeiten |E, | fir die 7 Ziffern
—ohne Beriicksichtigung der Reihenfolge — be-
stimmt. Dann werden die Anordnungsméglich-
keiten |E, | all dieser Zifferkombinationen auf 7
Pléatze ermittelt.

So gibt es beim Ereignis 2elzld insgesamt

(120) : (if) : (Z) = 2520 Auswahlméglichkeiten: Zu-

erst werden die Mdglichkeiten berechnet, 2 Ein-
fach-Ziffern aus den 10 Kugeln auszuwéahlen, dann
die Moglichkeiten, eine Zweifach-Ziffer aus den
verbleibenden 8 Kugeln und schlieBlich eine Drei-
fach-Ziffer aus den tibrigen 7 Kugeln ohne Zurtick-
legen und ohne Berticksichtigung der Reihenfolge
auszuwahlen. (Fiir die restlichen Zweifach- und

Dreifach-Ziffern gibtes jeweils( i ) Maoglichkeiten,
sie sind aus Ubersichtsgriinden nicht aufgefiihrt.)

Dann wird berechnet, auf wie viele Arten sich
jede dieser 2520 Ziffernkombinationen auf 7 Plat-
zen anordnen ldsst: Die 2 unterschiedlichen Ein-

fach-Ziffern lassen sich auf (;) - 2! Moglichkeiten
auf den 7 Plitzen anordnen, die beiden gleichen
Zweifach-Ziffern lassen sich auf (S) Moglichkei-

ten auf die verbleibenden 5 Pldtzen anordnen. Die
3 gleichen Dreifach-Ziffern konnen schlieBlich auf
alle tibriggebliebenen Plitze geschoben werden.

Fiir sie ergeben sich nur noch (%), also eine An-
ordnungsmoglichkeit.

Beachte: Binomialkoeffizienten konnen fiir Aus-
wahlmdglichkeiten und fir Anordnungsmoglich-
keiten stehen:

auf 7 Pldtzen 2 gleiche

aus 7 Kugeln 2 ungleiche - 7
Eintréige anordnen

ohne Reihenfolge auswéhlen 2

Wichtig ist, dass der Binomialkoeffizient nur dann
verwendet wird, wenn tatsdchlich ohne Reihen-
folge und Zuriicklegen gezogen wird, bzw. wenn
tatsdchlich gleiche Eintrige angeordnet werden.
Miissen dagegen 2 ungleiche Eintrdge angeordnet
werden, wie oben bei den 2 Einfach-Ziffern, muss
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der Binomialkoeffizient um den Faktor 2/ ergénzt
werden.

Vergleich

Fiir den zweiten Losungsweg miissen die Schiiler mit
Anordnungs- und Auswahlverfahren vertraut sein
und beide Modelle im Zusammenspiel achtsam an-
wenden konnen. Es ist schwierig zu erkennen, wa-
rum die Ereignisse in Klassen (e, z, d, ...) zerlegt
werden miissen und warum dann fiir jede Klasse ein-
zeln, innerhalb der Klasse jedoch mit ,,einem Griff*
ausgewahlt werden muss. (Warum miissen z. B. die
Auswahlmoglichkeiten beim Ereignis 2elzld mit
(120) . (?) . (Z) und nicht mit(lzo) . (g), wie beim Er-
eignis 3e2z bestimmt werden?)

Der zweite Losungsweg erfordert recht umfangrei-
che kombinatorische Kenntnisse. Er eignet sich vor
allem, um fortschrittliche Abzihltechniken, etwa im
Rahmen eines weiterfiilhrenden Kombinatorik-Ex-
kurses (s. u.) zu trainieren.

Dagegen kann der erste Losungsweg bereits von An-
fangern bewiltigt werden. Dadurch, dass das inter-
essierende Ereignis anhand eines Baumdiagramms
in Teilereignisse zerlegt wird, brauchen keine kom-
plexen Auswahlmoglichkeiten mehr abgezdhlt zu
werden, es geniigt, die Anordnungsméglichkeiten der
Knoteneintrage zu bestimmen. Die Verringerung des
kombinatorischen Aufwands ist durch den Mehrauf-
wand, der mit der Zerlegung des Ereignisses verbun-
den ist, ,erkauft“. Der Zerlegungsansatz ist damit
der Schliissel, mit dem komplexere kombinatorische
Inhalte aus dem Stochastiklehrgang ausgelagert wer-
den konnen.

Empfehlungen zur Kombinatorik

Anhand beider Losungsansitze ist deutlich geworden,
dass der Zugang liber Baumdiagramme (i) mathema-
tisch weniger voraussetzungsreich ist, weil lediglich
einfache kombinatorische Anordnungsverfahren be-
nétigt und auf Binomialkoeffizienten verzichtet wer-
den kann, (ii) strukturierter ist, weil die Kugeln der
Reihe nach gezogen werden und (iii) lernékonomisch
sinnvoller ist, weil Baumdiagramme in der Stochas-
tik weiterfithren. Damit ergeben sich folgende Emp-
fehlungen fiir die Behandlung der Kombinatorik im
Stochastikunterricht:

e Inden ersten 3 Kapiteln eines Stochastiklehrgangs
geht es um das Vorhersagen von Wahrscheinlich-
keiten anhand von ,,Einfachen Bdumen®, ,,Mam-
mutbdumen® und ,,Bedingten Baumen*. Die Kom-

binatorik sollte in das Kapitel ,,Mammutbdume*
eingebettet sein und nur dazu dienen, die Anzahl
der interessierenden Pfade mit Hilfe von Stellver-
treterpfaden zu bestimmen. Dazu wird lediglich
die Fakultdit bendtigt. Sie kann anhand von Wahr-
scheinlichkeitsaufgaben, bei denen z. B. 5 unter-
schiedliche Knoteneintrdge auf 5 Knotenplatzen
anzuordnen sind, eingeflihrt werden. Gleichzeitig
lasst sich der Binomialkoeffizient vorbereiten, in-
dem man die Aufgabe so abédndert, dass von den 5
Knoteneintridgen je 2 und 3 gleich sind.

e Aufdie abkiirzende Schreibweise (g) und den Be-

griff Binomialkoeffizient sollte zu Beginn jedoch
vollkommen verzichtet werden. Die Fakultits-

schreibweise ﬁ zeigt viel deutlicher, wie die

urspriingliche Anordnungsanzahl durch die 2
und 3 gleichen Eintrdge reduziert wird. So wird
klar, dass bei 9 Pldtzen und 2, 3 und 4 gleichen

!
Knoteneintriage folglich ﬁ Anordnungs-

moglichkeiten vorliegen miissen. Binomial- und
Polynomialkoeffizient lassen sich so gemeinsam
vorbereiten.

e Im 4. Kapitel, der ,,Binomialverteilung, kdnnen
der Begriff Binomialkoeffizient und die abkiirzen-
de Schreibweise offiziell eingefiihrt und dessen
algebraische Bedeutung anhand des Pascalschen
Dreiecks deutlich gemacht werden.

e In Kapitel 5, bei der Hypergeometrischen Vertei-
lung?, geht es dann zum ersten Mal um Auswahl-
moglichkeiten. Anhand des Funktionsterms

(£)- (=5
()

wird erkannt, dass der Binomialkoeffizient auch
als Anzahl von Auswahimoglichkeiten (aus einer
Urne mit ungleichen Kugeln) aufgefasst werden
kann.

e Am Ende des gesamten Stochastiklehrgangs, etwa
im Rahmen eines Abitur-Vorbereitungstrainings?,
kann schlieBlich ein kleiner, 1-2 stiindiger Exkurs
»~Kombinatorik* angeboten werden, in dem ein
systematischer Uberblick iiber das Abzihlen bei
Anordnungs- und Auswabhlsituationen gegeben
wird.

Kombinatorik-Exkurs

Auch ein dem eigentlichen Stochastiklehrgang ange-
hiangter Exkurs sollte mit den Anordnungsproblemen
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beginnen. Im Schulbereich geniigt es, wenn 4 Anord-
nungssituationen abgezéhlt werden kénnen:

1 |Anordnung von 5 versch. Eintrigen auf 5 Plitzen | 5!

51
31
51

(8+4)!

81-4!

2 |Anordnung von 2 versch. Eintrdgen auf 5 Pldtzen

3 |Anordnung von 2 gl.  Eintrdgen auf 5 Plidtzen

4 |Anordnung von 8 gl.  Eintrégen auf 5 Pldtzen

Tab. 1: Anordnungsmaglichkeiten

Im 1. Fall werden die 5 Plétze vollstindig, im 2. und
3. Fall unvollstindig und im 4. Fall mehrfach besetzt.
In Fall 2 und 3 konnen die unbesetzten, leeren Pldtze
als gleiche Eintrdge interpretiert werden, die zuge-
horenden Formeln lassen sich mit diesem Hinweis
direkt nachvollziehen. Im 4. Fall kann man sich vor-
stellen, dass die 5 Plitze mit 4 Trennstrichen markiert
und die 8 gleichen Eintrdge links oder rechts von den
einzelnen Trennstrichen platziert sind. Insgesamt lie-
gen so 12 Objekte — je 8 und 4 gleiche — vor, von
denen man wissen will, auf wie viele Arten sie sich
auf 12 Pldtze anordnen lassen; bekanntermallen gibt

es dafiir % Moglichkeiten.

Um von den Anordnungs- zu den Auswahlmog-
lichkeiten zu gelangen, stellt man sich vor, dass die
Platzzuweisung dadurch erfolgt, dass fiir jeden Ein-
trag eine ,,Platznummer* aus einer Urne mit 5 num-
merierten Kugeln gezogen wird. Jeder Anordnungs-
fall von Tabelle 1 wird so in einen entsprechenden
Auswahlfall tiberfiihrt:

1 | Auswahl von 5 nummerierten Kugeln aus 5 | s
ohne Zuriicklegen mit Reihenfolge

. |
2 Auswahl von 2 nummerierten Kugeln aus 5 5_
ohne Zuriicklegen mit Reihenfolge 3!

5!
312!
(8+4)!

4 | Auswahl von 8 nummerierten Kugeln aus 5 | 8!4!
mit Zuriicklegen

3 | Auswahl von 2 nummerierten Kugeln aus 5
ohne Zuriicklegen ohne Reihenfolge

ohne Reihenfolge

o 58
mit Reihenfolge

Tab. 2: Auswahlimdglichkeiten

Wurden vorhin k ungleiche/gleiche Eintrdge auf 5
Plétzen mit einfach/mehrfach Besetzung angeordnet,
so werden nun k Kugeln mit/ohne Reihenfolge aus
einer Ser Urne ohne/mit Zuriicklegen ausgewéhlt.
Obwohl Anordnungs- und Auswabhlfalle libereinstim-
men und nur unterschiedliche Sichtweisen auf ein
und denselben Zusammenhang bilden, kénnen sich
Schiiler Tabelle 1 deutlich besser und nachhaltiger
einpriagen als Tabelle 2. Folgende Griinde kdnnten
dafiir u. a. verantwortlich sein:

e k Objekte auf 5 Plitze auf einem Tisch neu an-
zuordnen, ist ein recht iiberschaubarer und leicht
durchfiihrbarer Vorgang. Dagegen ist der Aus-
wahlvorgang deutlich komplexer. Bei ihm muss
man eine Kugel aus einer Ser Urne ziehen, sich
die Nummer auf einem Blatt Papier notieren, die
Kugel zuriick- oder weglegen, das ganze k-/-mal
wiederholen und sich schlieBlich iiberlegen, ob
die notierte Zahlenfolge mit oder ohne Reihenfol-
ge betrachtet werden soll (was ja an sich wieder
ein Anordnungsproblem darstellt).

e Im Anordnungsmodell ist klar, dass alle Plitze
verschieden sind. Beim Auswahlmodell muss man
sich dagegen explizit merken, dass die Kugeln in
der Urne immer unterschiedlich nummeriert, also
generell verschieden sein miissen.

Die groflen Probleme, die beim Erfassen von Tabel-
le 2 auftreten, lassen sich nicht durch Umsortieren
(s. Abb.) beheben. Auch hier

: - . Reihenfolge
wissen Schiiler nach kurzer Zeit ohne | mit
nicht mehr, ob die , mit*“-Félle g 2l s 51
oben, unten, links oder rechts [£&E| 3121 | 31

=
stehen und zu welcher Formel |32 (8+4),
jeweils gehoren. Hinzu kommt, E E| 30 4" 58

dass bei dieser Darstellung nicht
mehr erkennbar ist, wie sich die Formeln sukzessive
aufbauen: vom Permutations- (1) zum Variations- (2)
und Kombinationsfall (3), hin zum Mehrfachbeset-
zungsfall (4). Einen nachhaltigen Uberblick iiber An-
ordnungs- und Auswahlsituationen erhalten Schiiler
daher eher, wenn sie sich Tabelle 1 einprigen und
daraus Tabelle 2 bei Bedarf ableiten.

Fazit

Wird nicht die Abzdhlidee (mit Laplace-Wahrschein-
lichkeit und Kombinatorik), sondern die viel breiter
einsetzbare Zerlegungsidee (mit Standardldsungs-
verfahren und Baumdiagramm) in das Zentrum des
Stochastiklehrgangs gestellt, so wird nur noch das
Anordnungsmodell benétigt. Komplexere kombina-
torische Betrachtungen konnen ausgelagert und die
eigentlichen stochastischen Kerninhalte klarer her-
ausgestellt werden.

Die gezielte Ausrichtung des Stochastiklehrgangs
auf den Zerlegungsansatz filhrt nicht nur hier zu ei-
ner spiirbaren didaktischen Entlastung. Auch bei den
Themen ,,Bedingte Wahrscheinlichkeit®, ,,Umgang
mit Verteilungen® sowie ,,Schétzen und Testen von
Wabhrscheinlichkeiten™ kann iiber diesen Ansatz ein
beachtlicher Zugewinn an Klarheit und Sicherheit er-
reicht werden (Bartz 2008).
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Unabhéngig davon, wie der Stochastiklehrgang letzt-
endlich konzipiert ist: das Abzéhlen im Anordnungs-
und im Auswahlmodell sollte immer klar auseinander
gehalten und deutlich voneinander getrennt einge-
fiihrt werden.

Anmerkungen

1 In der Tabelle sind die Wahrscheinlichkeiten fiir min-
destens k richtige Endziffern, also P(X > k), angege-
ben. Fiir genau k richtige Endziffern miisste jeweils
mit 0,9 multipliziert werden, da die ,,k + /““-te Endzif-
fer dann zusétzlich falsch sein miisste. Etwa im Fall
k=3:P(X=3)=0,1°-09.

2 Die Hypergeometrische Verteilung spielt eine Schliis-
selrolle beim Erlernen des sicheren Umgangs mit
Verteilungen. Es ist ein groBer Fehler, dass diese Ver-
teilung aus den Lehrplénen einiger Bundeslédnder ent-
fernt worden ist.

3 Abiturvorbereitungen lassen sich sehr effizient
mithilfe von Altabituren gestalten. Besonders gut

eignen sich dazu die bayrischen, die alle unter
www.abiturloesung.de im Internet in Videos vorge-
rechnet werden. Wer mit seinen Schiilern die 20 Al-
tabiture der letzten 10 Jahre intensiv trainieren will,
ist auf die Inhalte des dargestellten Kombinatorik-
Exkurses angewiesen. Im Grundkursbereich wird der
Exkurs nicht benétigt.
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